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概率论中的贝奴利定理的修正 

梁自温 

洞口县竹市镇卫生院，邵阳市，湖南省，中国 

摘要：本文指出概率论中贝努利定理在常见文献中存在定理陈述与证明缺失或错误的问题，并对

其进行修正。首先给出贝努利试验、相关事件定义，证明了如事件重复出现的等价性、概率计算

等引理及推论。接着通过定理阐述在不同条件下贝努利试验中事件出现次数的概率计算方法，如

在特定次数试验中事件 A 出现次数范围的概率、事件 A 恰好出现 k 次的概率等，并通过多个

射击命中次数的例子进行计算说明。最后强调原贝努利定理需修正，仅保留定义，以防错误定理

带来不良影响。 
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Abstract: This paper points out that the Bernoulli theorem in probability theory has problems such as the lack or 
incorrectness of theorem statements and proofs in common literature, and corrects it. Firstly, the definitions of 
Bernoulli trials and related events are given, and lemmas and corollaries such as the equivalence of event 
repetitions and probability calculations are proven. Then, theorems are used to elaborate on the probability 
calculation methods for the number of occurrences of events in Bernoulli trials under different conditions, such as 
the probability of the range of occurrences of event A in a specific number of trials, the probability of event A 
occurring exactly k times, etc., and are illustrated by calculating multiple examples of the number of hits in 
shooting. Finally, it is emphasized that the original Bernoulli theorem needs to be corrected, and only the 
definition should be retained to prevent the adverse effects of incorrect theorems.  
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本人仅在文献[1–5]中见到上述定理，但均无定

理陈述与证明，由于定理本身错误，故有点证明也

是错误的，故应予修正。 

定义 1  若随机试验 E 只有 A 与 两种结果，

则这样的随机试验叫贝努利试验。把贝努利试验

独立重复地作 n 次所构成的试验叫 n 重贝努利试

验，其中的每 n 次试验又称为一个贝努利试验。 
定义 2  若 k∈Z+，定义 AA⋯A(k)为随机事件

A 出现 k 次。 

定义 3  若 k∈Z+，定义 AA⋯Ak表 k 个随机

事件 A 的交。 
引理 1.若 k∈Z+，又若 A 表随机事件，则 AA

⋯A(k) = AA⋯Ak 
证 k=1 时命题成立。若 k=n≥1时命题成立，即得

AA⋯A(n) =AA⋯An，又设 A 为第 n+1 个 A，则(AA
⋯A(n))∩A=(AA⋯An)∩A，由于(AA⋯A(n))∩A=AA⋯

A(n+1)，(AA⋯An)∩A=AA⋯An+1，那么命题成立。 
推论：若 k∈Z+，A 为随机事件，则 P(AA⋯

A(k))=P(AA⋯Ak) 
证 略 
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引理 2 若 A 为随机事件，k∈Z+，AA⋯Ak⊃A，

则 P(A|AA⋯Ak)=P(A) 
证  ∵AA⋯Ak⊃A，∴AA⋯Ak 出现一次 An 必

出现一次，那么 A 出现的次数即就是 A|AA⋯Ak

出现的次数，∴P(A|AA⋯Ak)=P(A) 
推论 1  若A为随机事件，k∈Z+，AA⋯Ak⊃A，

则 A 与 AA⋯Ak相互独立。 
证 略
推论 2  若 A 为随机事件，k∈Z+，则 A 与

AA⋯Ak相互独立。 
证 略
引理 3  若 k∈Z+，A 表随机事件，P(A)=P,

则 P(AA⋯A(k))=Pk， 
证  若 k=1，命题成立；若 k=n≥1命题成立，

即得 P(AA⋯A(n))=Pn，由引理 1 的推论即得 P(AA
⋯A(n))=P(AA⋯An)，那么 P(AA⋯An)=Pn。现令 A 为

第 n+1 个 A，据 P(An+1)=P，再由引理 2 的推论便

得 P(AA⋯An)P(An+1)=Pn P=Pn+1,由于据引理 2 之推

论得  AA ⋯An 与 An+1 互相独立，则 P(AA ⋯

An)P(An+1)=P(AA⋯An+1)，那么 P(AA⋯An+1)=Pn+1，

即得 P(AA⋯An+1)=Pn+1，于是定理可证。 
推论 若 k∈Z+，随机事件 A 的概率 P(A)=P，

则 P(AA⋯Ak)=Pk。 
证 由引理 1 之推论得证 
引理 4 设随机试验 E 的全部基本事件为 A1,

A2…An, n≥2，，则 =1。 

证 因为 A1, A2…An,为随机试验 E 的全部基本

事件，n≥2,则其两两互斥，又构成一互斥完备群。

即得 p( ）= ,由于≥2，则可设其

中若干个（不是全部）的和事件为 A，则其余事

件的和事件为 ,那么 A＋ =, 即得

P(A+ )=P( ), 由 于 p(A+ )=1, 则 p 

( )=1。   证毕 

引理 5  若随机试验 E 的结果只有 A 与 ，则

p(A)=p( )=0.5 

证，据古典概型可证。

推论  若 A 为随机试验 E 的随机事件，则

P(A)=P( )=0.5 与随机试验 E 只有 A 与 两种结

果等价。

证∵p(A)=P( )=0.5，则 p( A+ )=1。由于 A 为 E

的一个结果，那么由引理 4 知只有 A 与 两种结

果。余下部分不证自明。

引理 6 若 A，B 为随机试验 E 的随机事件，又

B⊃A,则 P(A|B)=P(A) 
证  ∵B⊃A,则 B 出现一次 A 也要出现一次，所

以 A|B 的出现次数即为 A 的出现次数，那么

P(A|B)=P(A)。 
推论 若 k1，k2∈Z+，A 为贝努利试验中的随机事

件，则 AA… 与 … 相互独立。

证  略

定理 1 若 n∈Z+，n≥3，贝奴利试验只有 A 与 两

种结果，又若把连续作 n 次贝奴利试验视为一个

n 次贝努利试验，i∈{1,2…n−1}，j∈{2,3…n−1}，
i<j，则在(j−i)+1 个贝努利试验中事件 A 最少出现

i 次最多出现 j 次的概率为[(j−i)+1]0.5n。 
证 只证 i=1，j=2 的情况。 
   设事件 B1={在一个 n 次贝努力实验中 A 出现

1 次， 出现 n−1 次}，

   B2={在一个 n 次贝努力实验中A出现

2 次， 出现 n−2 次}，

……
   Bn−1={在一个 n 次贝努力实验中 A 出

现 n−1 次， 出现 1 次}。

又设 C1=B1+B2，则 C1 与在 2 个 n 次贝努利试验中

A 最少出现 1 次，最多出现 2 次等价。则据引理

3，5，6 得 P(C1)=P(B1)+P(B2)=2×0.5n。同理可证

在 3 个 n 次贝努利试验中事件 A 至少出现 1 次至

多出现 3 次的概率为 3×0.5n，…，在 n−1 个贝努

利试验中事件 A 至少出现 1 次至多出现 n−1 次的

概率为(n−1)0.5n。其余证法同上。 
定理 2 若 n∈Z+，n≥3，i∈{n−1, n−2,…, 2}，j∈

{n−2, n−3,…, 1}, i>j，贝努利试验中只有 A 与 两

种结果，又若把连续作 n 次贝努利试验视为一个
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n 次贝努利试验，则在(i−j)+1 个 n 次贝奴利试验

中事件 A 至多出现 i 次至少出现 j 次的概率为

[(i−j)+1]0.5n。 
证  同定理 1 
推论：若 n∈Z+，n≥3，i∈{1, 2, n−2}，j∈{2, 3, 

n−1}，i<j，贝奴利试验只有 A 与 两种结果，则

事件 A 至少出现 i 次至多出现 j 次与事件 A 至多

出现 n−i 次至少出现 n−j 次的概率是相同的。 
证 据定理 1，2 可证。 
定理 3  若 k, n∈Z+, n≥2, 1≤k≤n-1,又若贝奴利试

验只有 A 与 两种结果，又若把 n 次贝奴利试验

视为一个贝奴利试验，则在一个 n 次贝奴利试验

中 事 件 A 出 现 k 次 的 概 率 为

0.5k+0.5n−k−0.5k×0.5n−k 
证 设事件B={在一个 n次贝努力实验中A出现 k

次或 出现 n−k 次},又设 

AA┅ ┅ =D，则 B=C+D。

由于 C⊃D，则由引理 6 知 C 与 D 相互独立，又

由于C 与 D不互斥，则 P(B) = P(C) + P(D) − P(CD) 
=0.5k+0.5n−k−0.5k×0.5n−k，即就是事件 A 恰好出现

k 次的概率。 
例 1  求射击 1 次恰好击中 1 次的概率 
解  据古典概率得其概率 p(A)=0.5 
例 2 求射击 2 次恰好击中 1 次的概率  
解 其概率为 p(A)=0.5+0.52−1−0.5×0.52−1=0.75 
例 3 求射击 3 次恰好击中 1 次的概率  
解 其概率为 p(A) = 0.5 + 0.53−1− 0.5×0.53−1=0.625 
例 4 求射击 4 次恰好击中 2 次的概率  
解 其概率为 p(A)=0.52+0.54−2−0.52×0.54−2=0.4375 
例 5 求射击 5 次恰好击中 3 次的概率  
解 其概率为 p(A)=0.53+0.55−3−0.53×0.55−3=0.34375 

例 6 求射击 6 次最少击中 1 次最多击中 2 次的概

率  
解 其概率为[(2−1)+1]0.53=0.25 
例 7 求射击 6 次最少击中 1 次最多击中 3 次的概

率  
解 其概率为 p(A)=[(3−1)+1]0.53=0.375 
例 8 若∈Z+，则射击 n 次命中 n 次的概率为 0.5n 
解 设 A 表射击事件。 
   若 n=1，命题成立，即得 P(A(1))=0.5；若 n=k≥
时命题成立，得 P(AA⋯A(K))=0.5K,即得 P(AA⋯

A(K))P(A(1))=0.5K×0.5=0.5K+1，由于 A(1)与 AA⋯A(K)

相 互 独 立 ， 又 得 P(AA ⋯ A(K)A(1))=P(AA ⋯

A(K))P(A(1))，即得 P(AA⋯A(K)A(1))=0.5K+1，又由于

AA⋯A(K+1)=AA⋯A(K)A(1)，即得P(AA⋯A(K+1))=0.5K+1。

完毕。 
从上不难看出，为什么概率论中的贝努利定

理有错误，因此除保留其定义外，其定理应予删

除，否则后患无穷。 
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