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摘要： -函数是一个非常重要的非初等函数，其具有许多理论价值和应用价值。关于 -函数我

们已经知道
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  ，而本文就与之相关的有限和式 1

( )1 1k

n

k   作出讨论，并给出该有限和

式的不完全第二型Euler积分表示和下取整函数表示，这两种计算公式都是精确的，其中对应下

取整函数给出的计算公式，我们还将指出它是初等的。 
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Abstract:  -function is an important non-elementary function which has many theoretical and applied values. 

For the  -function, it is well known that 1
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  . We do some researches on the finite sum
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and provide two accurate formulas of it where one involves the Euler integral of second kind and the other one 

involves the floor function in this paper. Moreover, we point out that the formula which related to floor function is 

elementary. 
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1 引言 

 - 函 数 指 的 是 关 于 变 量 s 的 积 分

1

0
( ) e dx ss x x


    ，其在许多数学分支中扮演着

重要角色，关于 -函数的研究目前已经有许多丰富

的成果。 -函数起源于对阶乘的解析延拓，这一问

题由 Goldbach 在给 D. Bernoulli 的信中提出，而由

Euler 解决，因而称作第二型 Euler 积分。而第一型

Euler 积分则是著名的 Beta 函数，在 Euler 对阶乘进

行解析延拓的过程中起着至关重要的辅助作用。

Euler 对 -函数给出了两个解析式，除了积分表示

以 外 ， 另 一 个 则 是 无 穷 乘 积 表 示 ， 即
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 。目前我们所使用的记号

( )s 则是由 Legendre 引入[1]。Gauss 和 Weierstrass

都对 -函数产生了浓厚兴趣，Gauss 指出 ( )s 可以

由下式给出:  

1 2 3
( ) lim

( 1)( 2) ( )

s

m

m
s m

s s s s m

 
 

  
， 

见文献[2]。Weierstrass 也给出了与 Euler 和 Gauss

不同的表示:  
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其中， 0.57721  是 Euler–Mascheroni 常数，
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见文献[1]等。 

Askey–Roy研究了不完全的第二型 Euler 积分，

即 1e d( , ) x ss x x





    ，并指出 
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见文献[3]。其中 
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是二阶线微分方程 
2

2

d d
( 1 ) 0

d d

y y
s ny 

 
      

的解，称作广义 Laguerre 多项式 (generalized 

Laguerre polynomials)，见文献[4]。而本文也将从

( , )s  出发，就 的情形考虑了有别于上式的

结果 ( 1, )n    
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本文的论述结构如下: 本文的第一部分将利

用  -函数的相关性质给出有限和
1

1

!

n

k k

 的两种

表述，其一是非初等的不完全的第二型 Euler 积

分表示
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   ，其二是下取整

函数的表示
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k k

  
(e 1) !

!

n

n

    ，本文还将说

明后者表示的初等性。本文的第二部分则利用这

两种表述方式给出了一些有趣的推论，其中包括

e dx n xx





 ，
0

e dx nx x




 的初等表达式。 

2 关于有限和式
1

1

!

n

k k

 的两个计算公式 

文章的这一部分，将给出有限和式
1

1

!

n

k k

 的两

个精确的计算公式。事实上，我们早已清楚

1

1
e 1

!

n

k k

  这一事实，且二者之间的误差估计可

由 Taylor 公式的余项给出，但是给出该有限和式的

精确表示仍然是有意义的，我们将利用它在文章的

第二部分诱导出许多有趣的推论和结果。 

2.1 有限和式
1

1

!

n

k k

 的不完全第二型Euler积

分表示 

 -函数也被称作完全的第二型 Euler 积分，其

定义为 1

0
( ) e dx ss x x


    ，特别当积分区域取

[ , ]a b ，0 a b   时，这时称第二型 Euler 积

分是不完全的。习惯上，在区间 [ ),  上的积分

常被记作 ( , )s  。文章的这一部分将对不完全积分

( , )s  在 0  的情形下进行一个有趣讨论。 

首先，根据分部积分，有 

 1 1 1d e e e d( , ) ( )s x s x x ss x x x
 


 

             

 2( d1) e x ss xx
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1( 1,1)( 1) esss       , 

因 此 ， 对 任 意 ， 有 ( 1,1)n    

1( ,1) enn n     ， 且 容 易 算 出 (1, )   

e dx x





  e 
。如此，对于 ( 1, )n   的讨论就

等价于考虑满足递推式
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1 en
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    (其中

1 ex  ) 的数列 。我们可以如下命题:  
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证  考 虑 递 推 式
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带入 1 ex  ，就有

0
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!e
!
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n x



 ，于是此命题

成立。 

在命题 1 中取 1  ，就得到下述推论:  

推论 1 对任意的 ，有 
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利用不完全的第二型 Euler 积分，上述推论 1

给出了有限和
1
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k k

 的非初等解析式:  
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2.2 有限和式
1

1

!

n

k k

 的下取整函数表示 

记号 x  表示对数 进行向下取整，即不超

过 x 的最大整数，例如 7 7    ， 00.5   ，

11    ， 21.732     等等，显然 xd t 是定义

在 上的函数，习惯上它被称作下取整函数。并且

对于 x  ，下述引理指出 xd t 是初等的。 

引理 1 对任意 xR ，恒有 

1 1
arccot(tan )

2
x xx 


     。 

其 中 当
2 1

,
2

k
x k


 Z 时 ， 上 式 中 的

arccot(tan )x 被认为是 arccot(tan( )) 0  ，此

时有
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k
x
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关于下取整函数的性质，国内[5-7]都对其进行

了研究。其中，文献[7]还研究了关于 x  的非线性

三项递推式。下述命题用下取整函数描述了有限和

式
1

1

!

n

k k

 。 

命题 2 对任意的nN，有 
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证 考虑命题在 n成立的情形下，对于 1n 的

情形有:  

1

1
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记作

 

那么对于 (e 1)( 1)!

( 1)!

n
S S
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记作
，只需考虑它的

分子
numer( 1) (e 1) ! (e 1)( 1)! 1n n n S            

记作

。 

一方面，利用下取整函数的性质，对任意

x R ， n N ，有 xn xn x n        ，等号成

立当且仅当 xn N ，于是 

numer ( 1) (e 1) ! (e 1) ! ( 1) 1 1n n nS n             

由于 e 是超越的，所以
numer 1S  ，再依据

numerS Z，所以
numer 0S  ，从而 0S  。 

另一方面，利用 ,x x x    Z 以及归纳假设，  

numer 1S   ( 1) (e 1) ! (e 1)( 1)!n n n        
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n
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对于上式右侧的级数，利用带 Lagrange 余项的

Taylor 公式，有:  
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从 而
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1
( 1)! ( 1) 2
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       。 所 以

numer 1S   。再依据 numerS Z，所以
numer 0S  ，

从而 0S  。综上， 0S  。这就得到了命题在n成

立的情形下，对 1n 的情形也成立。 

特别地，当 1n  时，
1

1

1
e 1 1

!k k

     显然，

根据数学归纳原理，命题成立。 

关于
1

1
( 1)!

!k n

n
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   亦可以作下面放缩，也可

得到
numer 1 2S    。 
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1
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n
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1 1 1
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2  。 

3 一些推论 

在这一部分，将给出若干关于有限和式
1

1

!

n

k k



的推论。 

推论 2 对任意n N ， (0,1]  ，有 

1

( 1, ) !
1

n

n n O
n




 
     

 
， 

其中大O误差项的系数 c满足 | e|c  ，这里
+ R 是某个较小常数，且依赖于，其由函数ex

在原点处带Lagrange型余项的n阶Taylor公式所诱

导，精确地说， 应不小于如此的  ，其保证下式

成立:  

ex

x 
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证 回顾命题 1 所给的结论: 对任何的n 

和 0  ，有
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    。那么，当n足

够大时，由 Taylor 定理有
0

(e )
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kn
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  ，其

中
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(

e
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n

n
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是 Lagrange 余项， 取值于

0 的 附近 ，即存在  R 使得  是能满足

(0, )B  的某个常数。所以， 

1e
( 1, ) ! ! ,

1

n

n n n R
n






     


1

1

n

R O
n
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其中，大O误差项 R 的系数 c的绝对值不超过e
。

当 (0,1]  时，
1

lim 0
1

n

n n

 





，上式的误差R 趋于

0 ; 但当 (1, )   时，
1

lim +
1

n

n n

 


 


，上式的

误差 R 趋于无穷。 

若在推论 2 中取 1  ，那么 

1
( 1, ) !

1
n n O

n


 
     

 
， 

下面推论将给出 ( 1, )n   的一个准确的表述，且

在下述推论的注记中，我们将根据引理 1 指出该表

述是初等的。 

推论 3 对任意n N ，有 

(e 1) ! !
( 1,1)

e

n n
n

      。 

证 由推论 1 和命题 2，有 

(e 1) ! e
( 1,1) 1

! !

n
n

n n

       ， 

从而推论成立。 

注记  特别地，根据引理  1， ( 1,1)n    

1
e dx nx x




 的一个初等表达为:  

1 1
! arccot(tan( (e 1) !))

e 2e
n n



 
   
 

。 

值得一提的是，推论 3 不适用于更普适的情形，即 

( 1,1)t   ( 1)t  
1

e





  arccot tan (e 1) ( 1)t   
1

2e


 


， t R 。 

但当 t 足够大时，即便 t N ，也有 ( 1,1)t  ~  

( 1)t  。这是因为 

 ( 1,1) ( 1)lim
t

t t


     


1

0
lim e d
t

x t xx

  
1

0
0lim e dx t

t
x x


  

(极限与积分号可交换是因为 e x tx
作为 x 的函数在

[0,1]上始终连续，并且取 t 得到的极限函数

也在[0,1]上连续)。 

推论 4 对任意n N ，有 

1

0

1 1
e d arccot(tan( (e 1) !))

2e e

x nx x n


    。 

证 根据推论 3 的注记直接获得，或者由推论 

3 所给结论，
1

0
e d ( 1)x nx x n    ( 1,1)n    
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(e 1) ! (e 1) !

e

n n     ，然

后利用引理 1 即得。 

由于
1

0
lim e d 0x n

n
x x


 ，因此根据推论 4，有 

lim arccot(tan( (e 1) !))
2n

n





  ， ( )  

但 是 对 于 一 般 的 情 形 ， 极 限

lim arccot(tan( (e 1) ))
x

x


 并不存在。通过实际的

计算，发现极限
1

0
lim e dx n

n
x x

  的收敛缓慢，当n取

值到50时，积分值也只是取到0.0073547 ，由

此可见 arccot(tan( (e 1) !))n  的收敛速度也缓

慢。注意 ( ) 也可以利用三角函数的诱导公式如下

给出:  

lim arccot(tan( (e 1) !))
n

n


  

 lim arccot(tan( e !))
n

n


 

 limarccot(tan( (e ! e ! )))
n

n n


     

 lim arccot(cot( (e ! e ! )))
2n

n n





      

 lim (e ! e ! )
2n

n n





     
2


。 

其中，上式的第二行使用了 [0,1)x x    这一事

实。 
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