
·121· https://cn.sgsci.org/ 

教育学刊 

Journal of Education Research 

代数与数论教学中的中国剩余定理——探究“三课
合一”新模式

刘雨喆刘雨喆11，刘大俊，刘大俊2,*2,*

1.贵州大学数学与统计学院，贵州贵阳； 

2.安徽工程大学数理与金融学院，安徽芜湖

摘要：摘要：中国剩余定理是代数中的一则重要的定理，也是初等数论中的重要基本定理之一。本文将以高等

代数中的一个课后习题作为背景，在代数教学与数论教学的背景下来讨论如何进行中国剩余定理的教

学，由此进行“三课合一”的新教学模式探究。
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1  初等数论与近世代数教学中的中国
    剩余定理

中国剩余定理（ChineseRemainderTheorem，

简称CRT）的历史可以追溯到古代的中国数学，其

中最为人们所熟知的就是“韩信点兵”问题和《孙

子算经》中的“物不知数”问题[1]。通常，在初

等数论的教学过程中，关于中国剩余定理部分的教

学，一般是先给学生讲解同余和同余式，然后引入

一次同余式方程组

{x≡ai (modmi )}1≤i≤n，

其中，m1，…. mn 是两两互素的正整数。再之

后，任课教师会给出具体的求解方法。中国剩余定

理的证明是对具体地一次同余式方程组(1)求解方法

的抽象，具体地说，对每个1≤t≤n，先将(1)转化为

关于xt的一次同余式方程组

 xt≡1(modmt )；
{xt≡0(modmi ) }i≠t,1≤i≤n ，

{
并利用Bezout定理求解此方程组，得到xt；

然后直接验证a1x1+a2x2+…+anxn就是(1)的其中一

个解；最后，利用同余的性质证明此解在关于模

M=m1m,…mn 的意义下解具有唯一性，例如[2]。
在《近世代数》中，中国剩余定理被推广到了

一般形式，它是同构基本定理的若干推论之一，其

具体叙述如下：设R是交换幺环，I1，...，In是R的理

想且两两互素，即对任意i≠j，有Ii+Ij=R，则存在

环的同构

这一结果在许多国内外的代数学教材中都被作

为主要教学内容之一，例如[3,4]。然而，一个众所

周知的事实是，在《近世代数》教学中大部分高校

的本科生第一接触抽象的代数概念时，产生了畏难

情绪，这使得同构基本定理的教学变得困难。再加

上大部分学生很少接触初等数论，对原始的中国剩

余定理的接触不多等一系列原因，使得交换幺环上

的中国剩余定理作为同构基本定理的推论之一，难

免会让许多学生望而生畏。

综上，可以看到在中国剩余定理（或是一般的

代数与数论的知识点）的教学过程中，教师往往会

遇到以下教学难点：

难点1.大部分本科学生在中学阶段对初等数论

是零接触的。

难点2.大部分本科生在大学数学系课程学习过

程中，尚未形成抽象思维。

难点3.许多高校虽然有开设初等数论课程，

然而高校的理工科发展与定位并不支持基础数学

的发展，亦没有相应的数论教学科研团队，或其

数论教学科研团队获得省级、市级、校级、以及

所在学院的基本支持远低于其余数学教学科研团

队，因此并不具备真正意义上开办初等数论课程的

环境以及能力。

2  高等代数教学中对中国剩余定理的
    渗入

为了解决上述难点，笔者试图从多个角度来

完成代数与数论的重要知识点教学。鉴于高等代

数是高校数学系本科生的必修课程，本文以 [5]
的第五章的一道习题（该教材第五章的C组题第1
题，以下简称习题）为例，来阐述如何从数学系

大一本科生的高等代数课程开始，让对数论零接

触的学生初步感受中国剩余定理的魅力。该习题

内容如下。

习题.设A是定义在数域F上n维线性空间V的
线性变换。在F[x]中，多项式f(x)有分解f(x)=f1(x)
f2(x)…fn(x)，其中f1(x),...,fn(x)两两互素。证明：

ker f (A)=  ker fi(A)

讲解设计（融入中国剩余定理）。首先，作为

一名代数与数论的教师而言，我们对交换幺环上的

中国剩余定理是熟悉的。因此，本问题讲解的第一

步是在避开抽象代数中的群与环的概念的基础上，

向学生传达环的同构

。

更通俗地说，即是向学生传达关于g(x) 的一次

同余式方程组

{g(x)≡1(mod fi (x))}1≤i≤n

有解。此时，可以将中国剩余定理的证明按如下方
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式向学生展示。考虑关于gt(x)的一次同余式方程组

 gt(x)≡1(mod ft (x))；
{gt(x)≡0(mod fi (x)) }i≠t

{
有解。该解可以通过f t(x)和f1(x)…f t-1(x)f t+1(x)…

fn (x) = f (x)
ft (x)互素得到。具体地说，由多项式版本的

Bezout定理（见[5]的13页，定理1.6.3）可知存

在ht(x)和φt(x) 使得ht (x) f (x)
ft (x)

+φt(x)ft(x)=1，于是

gt (x)= -φt(x) ft (x)+1=ht (x) f (x)
ft (x)

便是上述次同余式方程

组的一个解。进而得g(x)= gt(x)是满足同余式方程

组(3)的多项式，这说明(3)有解。

其次，将同构(2)展示为域F上的线性空间的同

构，利用 将该同构左侧中的元素解

释为等价类，其对应的等价关系φ(x)~φ(x)定义为

φ(x)≡φ(x)(modf(x))，并将该同构的右侧解释为直

和 F[x]/〈fi(x)〉，它的每一个直和项中的元素也

被解释为等价类，其对应的等价关系φ(x)~φ(x)定
义为φ(x)≡φ(x)(modfi(x))。那么，同构(2)就可以被

解释为如下对应法则

[h(x)]f(x) ←([h(x)] f1(x) ,...,[h(x)]fn(x) ) ,

记号[h(x)]f(x)表示 中包含h(x)的等

价类，[h(x)]f ,(x) 表示F[x]/〈fi (x)〉中包含h(x) 的等

价类。于是，满足同余式方程组(3)的多项式g(x) 给
出了对应

[g(x)] f(x) ← 1=([1]f
1 (x) ,...,[1] fn(x) ) ,

这里1就是 的单位元。上述对应表

明：存在q(x)使得g(x)=q(x)f(x)+1。带入线性变换A，

就有g(A)=q(A)f(A)+E，记号E就是V上的恒等变换。

最后，需要证明ker f (A)= ker f i(A)以及

kerf i(A)∩kerf j(A)={0}(Ai≠j)。这里，受限于文章

的篇幅以及本文的侧重点在中国剩余定理的教学研

究，因此，ker f i (A)∩ker fj(A)={0}(Ai≠j)的证明

留给读者，此外，第一个等式的“ ”方向是显然

的，本文这里只对第一个等式的“ ”证明方法展

开简述。在kerf(A)上，线性变换g(A)=q(A)f(A)+E 
表现为g(A)|kerf(A)=E|kerf(A)，因此对任意m∈kerf(A) ，

有g(A)|kerf(A)(m)=m，也即 gt(A)|kerf(A)m=m。再由前

文的gt (x)=ht (x) f (x)
ft (x)

立刻知

ft (A) gt (A) |kerf(A) m=ht (A)f(A) |kerf(A) m=0 ,

这说明和式 g t ( A)  | k e r f ( A)  m  的每个直和项

gt (A) |ker f(A)  m必属于 ker f t  (A) 。这样就将ker f (A) 
中的元素m 分解为m 1+…+m n的形式，其中m t∈ 
kerf t  (A)，故“ ”成立。

在上述讲解设计中，教师可以将侧重点放在一

次同余式(3)的求解过程上，逐步引出一元多项式环

[ ]xF 上的中国剩余定理。该教学设计本质上虽然是

对多项式算法的灵活应用，然而在证明过程中，已

经通过等价类侧面介绍了商环的概念，这让学生初

步接触了一些抽象代数的思想。可见，上述讲解设

计在一方面已经一定程度上弥补教学难点1中学生

对初等数论零接触的不利事实，另一方面也直面了

难点2，即教师已开始初步培养学生的抽象代数中

的抽象思维能力。

3  教学数据与初步成果
笔者将高等代数、近世代数、以及基础数论进

行“三课合一”综合教学的教学方法尝试虽然刚起

步，但是该教学方法已具备教学内容交叉融合的鲜

明特色，并产生了一定的成效。笔者依托超星学习

通作为教学平台，检测了大一、大二本科生在各知

识点上的掌握情况。其中，在中国剩余定理方面，

学生的知识点完成数据如图图11所示，知识点掌握数

据如图图22所示。

根据该课程超星学习通平台统计数据显示，每

位同学对于知识点的掌握情况可实时更新，根据该

结果可定向给该同学发布相关知识点的习题作为训

练，即可达到精准练习。具体包括在系统内设计梯

度性任务（如基础题、挑战题、开放性问题），满

足不同能力学生的需求；根据学生的学习反馈和阶
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段性表现，灵活调整分层策略，避免静态贴标签；

缩小学生之间的差距，同时为学有余力者提供发展

空间，实现“保底不封顶”；采用多元评价标准，

关注学生的进步而非横向比较；在系统内，采用分

组活动、个性化作业、自主选择任务等方式实现，

保护学生隐私及自尊心等问题。

在该教学研究初期，学生以极大的主观能动性

自学并探究中国剩余定理，针对其提出的问题，文

献[6]给出了一般非交换环 R 的一元多项式环 [ ]R x
上的可进行带余除法的条件以及与之对应的中国

剩余定理，这是笔者与本科生共同探讨的结果，

是“三课合一”教学改革的效果直观体现。

图1图1.基础数论中国剩余定理完成情况

（数据来源：贵州大学数学与统计学院初等数论课程/超星学习通

平台统计数据）

图2图2.基础数论中国剩余定理掌握情况

（数据来源：贵州大学数学与统计学院初等数论课程/超星学习通

平台统计数据）

4  小结
“三课合一”教学模式通过整合初等数论、近

世代数及现代信息技术课程，有效破解了传统教学

中抽象理论与实际应用脱节、学生基础差异大等难

题。借助AI辅助教学工具，如超星学习通平台的实

时数据追踪与精准习题推送，教学实现了从“统

一灌输”到“个性化赋能”的转型。这种改革不仅

缩小了学生差距，更为学有余力者提供了开放探

索空间。师生共研成果的诞生，是“三课合一”

促进跨学科融合、AI技术推动教学精准化与人性

化的生动例证，为数学教学改革提供了可复制的

创新路径，也为将来进一步优化和提升教学提供

了新的思路。
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