
 教育学刊 

Journal of Education Research 

https://cn.sgsci.org/                                                                                     • 111 • 

微分中值问题中Rolle辅助函数的构造 
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摘要：微分中值定理是函数与导数之间沟通的桥梁,它不仅是微分学中非常重要的基本定理,而且

在积分学、级数理论、数学分析等后续课程中也是研究的重要辅助手段，发挥着重要的作用。本文

讨论了Rolle中值定理、Lagrange中值定理Cauchy中值定理的等价性条件，同时作为一个应用，本

文给出了高阶微分中值问题中构造满足Rolle中值定理使用条件的辅助函数的构造方法。 
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Abstract: The mean value theorem of differential is a bridge between functions and derivatives. It is not only a 

fundamental theorem in differential calculus, but also an important auxiliary tool for research in subsequent courses 

such as integration, series theory, and mathematical analysis, playing an important role. This paper discusses the 

equivalence of Rolle’s Mean Value Theorem, Lagrange’s Mean Value Theorem, and Cauchy’s Mean Value Theorem. 

And, as an application, we provides a method in an example to structure a function which satisfies the conditions of 

Rolle’s Mean Value Theorem such that this function can be used to consider high-order mean value of differential.  
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1 引言 

经典的分析理论是本科数学系的学生必修的

科目之一，且在应用数学、数学建模、以及基础数

学理论中具有重要指导作用。用数学分析的理论来

解决中等数学以及高等数学问题，可以避开复杂的

运算，并清晰逻辑思路，使得解决问题的手段更具

备方法性和可延展性，例如文献[1–7]。这其中，微

分中值定理 (本文特指 Rolle 中值定理、Lagrange 中

值定理、以及 Cauchy 中值定理) 是应用十分广泛的

定理，它们在函数分析方法应用中作用尤为显著。 

由于微分中值定理之间的等价性，所有单中值

问题最终都可以归结为 Rolle 中值定理的应用，而

这类问题的解决关键在于其相应的辅助函数的构

造，但是辅助函数的构造并非易事， 对于一阶中值

问题的辅助函数构造比较常见方法有以下几种: 凑

原函数法[8]、常数变易发[9]、微分方程、等常数值

和几何图形[10]、积分构造法[11]、通过微分方程的

解去构造出辅助函数的万能方法[12]等。近年来，一

些数学工作者给出了一类二阶中值问题辅助函数

构造的通用思路和方法，例如[13]。他们将原本复杂

的二阶中值问题转化为简单的求解微分方程问题。

然而，目前对于二阶以上的中值问题 (即需要使用

两次以上微分中值定理来处理的问题) 却没有比较

通用的方法。本文考虑积分方程通解的思路，给出

一类二阶中值问题辅助函数构造的通用方法。通过
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例子说明中值 Rolle 辅助函数的构造，并阐述了辅

助函数的构造方式及其推导过程，分析了微分中值

定理在大学数学解题中的应用技巧，这有助于学生

更好地理解并应用微分中值定理。 

2 微分中值定理的等价性 

本文所指的微分中值定理指的是 Rolle 中值定

理，Lagrange 中值定理，和 Cauchy 中值定理，参考

[14]和[15]，其中 Rolle 中值定理的证明是通过下述

引理得到的。 

为了方便读者，本文将上述三个中值定理陈列

如下:  

定理 1 (Rolle 中值定理) 设函数 在闭区间

上连续，在开区间 上可导，且 ，则

至少存在一点 ，使得 .  

Rolle 中值定理的几何意义是: 在曲线弧 AB 上

存在有一点 ，使曲线在该点 处的切线是水平的，

如图 1 所示。 

 

图 1.Rolle 中值定理的几何解释 

定理 2 (Lagrange 中值定理) 设函数 在闭区间

上连续，在开区间 上可导，则至少存在一

点 ，使得 

.  

Lagrange 中值定理的几何意义是: 若连续的曲

线 的弧 AB 上除端点外处处具有不垂直于

轴的切线，那么这弧上至少有一点 ，使曲线在该点

处的切线平行于弦 AB，如图 2 所示. 

 

图 2.Lagrange 中值定理的几何解释 

定理 3 (Cauchy 中值定理) 设函数 和 都在

闭区间 上连续，在开区间 上可导，且对于

任 意 . 则至 少存在 一点

，使得 

.  

Cauchy 中值定理的几何意义是: 在曲线弧 AB

上 至 少 有 一 点 ， 使 曲 线 在 该 点

处的切线平行于弦 AB，如图 3 所示. 

 

图 3.Cauchy 中值定理的几何解释 

下面定理是众所周知的，但是为了方便读者我

们仍然为它写一个证明. 

定理 4 定理 1，定理 2，和定理 3 所给的三个微

分中值定理等价.  

证. 定理 1 定理 2 (参考[14]): 构造辅助函数 
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显然, F(x)在闭区间[a,b]上满足 Rolle 定理 (见定理 

1) 的适用条件, 所以至少存在一点  , 使

得 , 于是有 

. 

定 理  2 定 理  3: 构 造 辅 助 函 数

，并在区间 上

对其使用 Lagrange 中值定理 (即定理 2)，可知存在

使得:  

. 

注意到:  

(1) 上 式 左 侧

;  

(2) 上式右侧 .  

所以， ，即得 Cauchy 中值定理 

(即定理 3).  

定理 3 定理 1: 取 是定义在区间 上

满足 的可导函数，并取  . 则由

Cauchy 中值定理，存在 使得 

 

成立，这就得到了 Rolle 中值定理 (即定理 1).                                    

3 中值问题中 Rolle 辅助函数的构造 

文章的这一节将通过算例来给出中值问题中，

如何构造适用Rolle中值定理适用条件的辅助函数。 

例 . 已 知 函 数 二 阶 可 导 ， 且

. 证明: 存在 ，使得:  

 

下面本文只用罗尔定理来证明上述结论，为此

我们先进行一些分析。 

解析. 即证明函数 

 

有零点. 因此，根据 Rolle 中值定理，即需要考虑函

数 

 
在 区 间 上 是 否 有 至 少 两 个 零 点  

( ). 进一步地，则要考虑  

 
的零点. 注意到 

 

 
为了使 Rolle 中值定理的条件被适用，希望 满

足 ， 等 价 地 ， 即 希 望 它 满 足

，进而得 

  
 

由此可知满足 的 为:  

 

同时，我们还需要 在 上存在至少一个零点

来保证其导数 有两个零点，

因此还需考虑函数 

 

并使之在 上满足 Rolle 定理适用条件. 于是，解

，则得 ， 可以是任意常数. 

满足此条件的上述函数 就是我们要构造的辅

助函数.  

证. 构造辅助函数 

 

则有:  

, 

因此， 适用 Rolle 中值定理条件. 所以，存在

使得 ，即:  

 

再 者 ， 对 而 言 ， 容 易 验 证 有

 . 所以， 分别在 和
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上适用 Rolle 中值定理的条件，从而存在

使得 

 

 

 

 

最后，再在区间 上适用 Rolle 定理，得知存

在 使得 

 

这已经容易转化为所要证明的形式. 

另外，该题亦可构造如下的辅助函数，借助

Cauchy 中值定理给出证明。类似地，我们先进行一

些分析. 

解析. 易见在 连续的情形下，使用恒等式: 

 

并考虑第一积分中值定理(这里 在

积分区间上不变号): 

 

这个方法证明的其实是给定命题的一个弱命题: 限

定 了 的 连 续 性 ， 虽 然 最 终 推 出 了

 . 但是这个思路给我

们以下启示. 

似 乎 可 以 考 虑 尝 试 对 方 程

有关于 的解进行证

明，下面将考虑中值定理. 一般地，习惯上会优先考

虑 ，这因为它易被观察出: 

 

这里, 
 

而 
 

所以 的部分，我们希望增加一个余项

使  ——这里令之为 ，

而 则令之为 —— 和 满足: 

 

同时希望: 

 

也即有 

 

这样对 再次使用 Cauchy 中值定理

得, 

 

从而有 ，证明结束. 因此，

我们只需要求出满足上述条件的 . 

所以，依次计算有 

 

 

    

根据前面的分析，这里对 没有限制. 所以我们构

造的辅助函数为, 
 

证. 构造辅助函数如下: 
 

显然它们都是 上的连续、可导函数. 其中

是二次可导函数. 所以 
 

 

 

那 么 存 在 ， 使 得

，所以 
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