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摘要：线性代数是数学、计算机、电子类、经济类等各专业的基础课程。通过该课程的学习，能够提

升学生逻辑思维的严谨性，培养学生抽象概括的能力，以及提出问题、解决问题的能力。本文以实二

次型为例介绍线性代数的教学设计。
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The design of teaching about linear algebra–take 
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Abstract:Abstract: Linear algebra is a foundational course for majors such as mathematics, computer science, electronics, 

economics, and others. Through studying this course, students can improve the rigor of their logical thinking, 

develop their abilities in abstract generalization, and enhance their skills in posing questions and solving problems. 

This article introduces the teaching design of linear algebra using the example of real quadratic forms. 
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1ﾠ引言
线性代数课程内容丰富，主要围绕向量、矩阵

和线性变换等核心概念展开，旨在培养学生的空间

直观和想象能力、抽象思维和逻辑推理能力。它是

理工科大学生必修的数学基础课之一，也是硕士研

究生入学全国统一考试中必考的数学课程之一。

瑞典数学家 L.Garding 在其著作‘数学概观’

中指出，如果不熟悉线性代数的概念，像线性性

质、向量、线性空间、矩阵等，要去学习自然科

学，现在看来就和文盲差不多，甚至学习社会科学

也是如此[2]。丘维声教授指出，按照‘观察→抽

象→探索→猜测→论证’这一教学顺序讲授数学知

识，可以使得学生较好的学习数学，感受数学思维

的熏陶[3]。
由于学时有限，采用统一的教学进度和教学方

法，难以满足不同层次学生的学习需求。对于基础

较好的学生，可能会觉得课程内容过于简单，缺乏

挑战性；而对于基础薄弱的学生，则可能会觉得课

程内容难以理解，产生挫败感。因此，合理的教学

设计有助于激发学生的学习兴趣，提高他们的学习

效率，提升他们的学习满意度和自信心，培养学生

的创新思维和实践能力。本文实二次型为例开展教

学设计的研究。

2ﾠ实二次型的教学设计
2.1ﾠ创设情景、导入新课

创设情景：动画放映平面截取以原点为中心

的圆锥曲面所得的图形，如：圆、椭圆、抛物线、

双曲线等。用方程的语言给出这些曲线的一般描

述：ax2+2bxy+cy2+dx+ey+f =0[6,§5.1]。

提出问题：什么样的截面交线，使得d =e=0?
动画放映中心位于坐标原点的曲线，给出它们
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的方程：ax2+2bxy+cy2=-f.
提出问题：这样的函数ax2+2bxy+cy2具有什么

特点，与我们所学的矩阵有什么样的联系？

2.2ﾠ温故而知新

回顾矩阵乘法的前提条件：矩阵Am×n和Bs×t可

以相乘，则必有n=s，且乘积所得的矩阵是m×t阶
矩阵[4,§4.2]。

例1.计算(x, y)
 a 3b x 

.
  -b c  y

通过该例题的结果，来阐释2.1中函数与矩阵乘

法的联系。

 a11 a12 a13 x1

例2.计算(x1, x2, x3)  a21 a22 a23 x2  .
 a31 a32 a33 x3

通过该例题的结果，分析每一项的系数组成。

2.3ﾠ勇于猜测

 a11 a12 ... a1n      x1 
 a21 a22 ... a2n       x2 

例3.(x1, x2, ..., xn)     ...  ... ...  ...     x3  .
 an1 an2 ... ann     x4 

让学生猜测上述式子的乘积结果，展示乘积结

果，分析上述结果是关于变量x1, x2, ..., xn的二次齐次

函数(课下学生自己验证)。

2.4ﾠ引出二次型的定义

定义1. 系数为实数的关于x1, x2, ..., xn的二次齐次函

数，形如：f (x1, x2, ..., xn)=k1x 21+k2x 22+...+knx 2n+∑1≤i≤j≤nkij xi xj，

称为n元实二次型，简称二次型。

2.5ﾠ矩阵标识二次型

通过例1，说明任取n阶实方阵A，f(x)=xTAx是
二次型。

例4.计算

 1 3 1  x1   1 2 3    x1

(x1, x2, x3)   1 3 2   x2   (x1, x2, x3)   2 3 -1 x2

   4 2 4  x3   2 5 4  x3

通过例4的结果，说明不同的方阵A，对应的二

次型f (x)=xTAx可能相同。

思考：怎样建立二次型与矩阵的一一对应，即

如何用矩阵标识二次型？引出二次型矩阵的概念。

定义2.任取实二次型f(x)，使得f(x)=xTAx的实对

称矩阵A，称为二次型f(x)的矩阵。矩阵的A的秩也

称为二次型的秩。

2.6ﾠ列举二次型的应用

在优化问题中，目标函数经常可以表示为二次

型的形式。通过求解二次型的极值，可以找到最优解

或近似最优解[1, 5]。例如，在线性回归和最小二乘法

中，目标函数就是二次型的。通过将其标准化，可以

更容易地找到最优拟合参数，从而提高模型的预测精

度。在机器学习中，二次型也扮演着重要角色[7]。例

如，在支持向量机（SVM）中，目标函数是一个二次

规划问题，其约束条件也是由二次型表示的。在控制

理论中，二次型也用于设计最优控制器[8]。通过构造

一个二次型的目标函数，并求解其极值，可以得到最

优的控制策略。这种方法在自动化控制、航空航天等

领域中得到了广泛的应用。

分析二次型：一般二次型有n个平方项，n(n－1)/2
个混合项。因此，在计算机编程中，当n很大时，处理

包含混合项的二次型求极值或近似解时，其时间复杂

度往往较高。

思考：如何降低混合项的个数，或者消除混合项？

2.7ﾠ引入标准型

定义3.形如k1x
2
1+k2x

2
2+...+knx2

n的二次型称为标准二

次型。

思考：如何建立一般二次型与标准二次型的联系？

由于课时的原因，一般线性空间的线性变

换的知识点是不讲的。回顾实对称矩阵可正交

对角化的相关知识：设A是n阶实对称矩阵，则

存在n阶正交矩阵Q，使得QTAQ=diag(λ1,λ2,...,λn).
如果我们令x=Qy，此时x和y是一一对应的，且

f (x )=x TA x=λ 1y 2
1+λ 2y 2

2+. . .+λny 2
n.我们将上述变换

x=Qy称为是正交线性变换。

2.8
 
引入可逆线性变换、二次型等价与矩阵
合同

定义4.任取n阶方阵C ,关系式x=Qy称为由变量

x=(x 1,..., x n)T到变量y=(y 1,y 2,..., y n)T的线性变换。如

果C可逆时，我们称上述线性变换为可逆线性变化。
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分析经过线性变换y=Cx,二次型f(x)=xTAx与二

次型g(y)=yTCTACy的取值关系，对应的二次型矩阵

的形式。如取C为零矩阵，以及一些2-元二次型的

实例分析，阐述C取可逆矩阵的重要性，进而引入

二次型等价以及矩阵合同的概念。

定义5.我们称n阶是对称矩阵A合同于B，如果

存在可逆矩阵C,使得B=C TAC.
定义6.我们称二次型f(x)与二次型g(y)等价,如

果经过可逆线性变换x=Cy,可将二次型f(x)化为g(y),
我们称二次型f(x)与g(y)等价。

分析二次型等价与矩阵合同的关系。简单回顾

矩阵相似的知识点，解析矩阵相似与合同的联系。

2.9ﾠ归纳总结，深化理解

1. 二次型本质是实系数二次齐次函数；

2. 二次型可用矩阵乘法表示，为了确保对应

的唯一性，引入二次型矩阵的概念：实对称矩阵；

3. 为了简化二次型的混合项，我们定义了可逆

线性变换，引入二次型的等价，矩阵的合同关系。

4. 合同虽然由二次型的矩阵引入，但是合同

的定义不局限于实对称矩阵。

2.10ﾠ课后思考

提出问题：如何判别矩阵合同、如何判别实对

称矩阵合同、如何判别二次型等价？能否通过实对

称矩阵的相似来判别实对称的合同？

通过所留问题，让学生产生学习的兴趣，课后

带着问题去回顾本节所学知识点，提高他们自学

的积极性，在本节中找不到问题的答案，就有可

能去预习下节课堂内容。

3ﾠ总结
作者从事线性代数教学六年，深知线性代数

的重难点，也深切体会教学课时的局限性，很多教

学内容没有办法深入展开。通过学生的反馈情

况，一步一个脚印地探索如何教好线性代数。就

目前学生的课堂表现，课后的反馈情况来看，上

述二次型教学设计的教学实践确实能够激发学生

的学习兴趣，提升学生学习的积极主动性，让学

生感受数学严密逻辑思维的熏陶。
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