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摘要：传统经济增长率核算方法在连续时间维度下，面对不变价核算及经济系统随机性特征时，存在内

在局限。本研究突破既有框架，将路径积分理论深度引入经济增长率核算体系。通过严谨构建连续时间

语境下不变价核算的路径积分模型，依托伊藤引理，精准推导实际经济增长率的随机微分形式，实现对

增长率确定性趋势与随机波动成分的清晰解构。进一步，运用鞅收敛定理与概率极限理论，严格证明不

同基期选择于该模型框架内的渐近等价性，从理论根源上消除基期选择对核算结果的长期干扰，夯实核

算方法的理论稳健性。借助Python编程开展数值模拟，全方位验证理论模型的有效性，实证揭示价格水

平随机波动对增长率波动的主导作用机制。研究成果从方法论层面丰富经济增长核算体系，为宏观经济

分析与政策制定筑牢更精确的理论工具基础，具备重要的理论拓新与实践应用价值 。 
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Abstract: Abstract: The conventional method of calculating economic growth rates in continuous time has intrinsic limitations 

when facing the invariance of price calculation and the stochastic characteristics of economic system. This study breaks 

through the existing framework and deeply introduces the path integral theory into the system of calculating economic 

growth rates. By rigorously constructing a path integral model for the of price calculation in a continuous time context, 

and relying on Itō’s lemma, the stochastic differential form of the actual economic growth rate is accurately derived, 

achieving a clear of the deterministic trend and stochastic fluctuation components of the growth rate. Further, using the 

martingale convergence theorem and the theory of probability limits, it is strictly proved that the different base selections 

are asymptotically equivalent within this model framework, eliminating the long-term interference of the base period 

selection on the calculation results from the theoretical root, and solidifying the theoretical robustness of calculation 

method. With the help of Python programming, numerical simulations are carried out to verify the effectiveness of the 

theoretical model in all aspects, and the empirical mechanism of the dominant role stochastic fluctuations in the price level 

on the fluctuation of the growth rate is revealed. The research results enrich the system of economic growth calculation 

from the methodological level, lay a more precise tool foundation for macroeconomic analysis and policy formulation, 

and have important theoretical innovation and practical application value. 
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1  引言
在经济增长核算  领域，传统方法依赖离散时

间序列数据与固定权重假设，难以精准刻画经济系

统在连续时间下的动态演化及随机特性。路径积分

理论作为一种强大的数学工具，能够有效处理复杂

随机过程与连续动态系统。本研究将路径积分理论

引入实际经济增长率核算，旨在构建全新理论框

架，推导基于随机微分方程的增长率计算公式，并

证明不同基期选择下核算结果的渐近等价性，为经

济增长核算提供更科学、更精确的理论与方法。

2  理论基础
2.1  经济增长率核算的传统理论

传统经济增长核算以生产函数为核心，索洛

余值法是其中的经典方法。生产函数可表示为：

，其中，Yt 代表 t 时期的总产

出，At 表示全要素生产率，Kt 为资本投入，Lt 为劳

动投入。

假设生产函数 F(Kt, Lt) 满足规模报酬不变且关

于 Kt 和 Lt 可微，对生产函数两边同时求时间 t 的导

数： 。

等式两边同除以 Yt，并根据资本和劳动的产出弹性

定义 ， ，可得经

济增长率表达式： 。然而，该

方法在处理连续时间下的经济变量动态变化以及经

济系统的随机性时存在明显不足，无法准确反映经

济增长过程中的复杂波动。

2.2  路径积分理论的基本原理

路径积分[1]的核心思想是对系统从初始状态到最

终状态的所有可能路径进行求和（积分）。在量子力

学中，粒子从点 x1 到点 x2 的传播子 可

表示为： 。其中，

[ ( )]x tD 是路径测度，用于对所有可能的路径x(t) 

进行加权； 为作用量， ( , , )L x x t

是拉格朗日函数，描述了路径的“代价”或“

权重”。

在数学上，路径积分可视为泛函积分。对于函

数 f [x(t)] 关于路径的期望可表示为：

路径积分理论通过对所有可能路径的综合考

虑，能够全面描述系统的动态行为，为处理复杂随

机过程提供了有力工具。

2.3  伊藤引理

对于满足随机微分方程[2]（SDE）的伊藤过程

，其中 为漂移

项，表示 Xt 在单位时间内的平均变化； 为

扩散项，刻画了 Xt 的随机波动程度；dWt 为维纳过

程增量，满足 。

若 F(Xt,t) 是关于 Xt 和 t 的二次连续可微函数，

根据泰勒展开式对 F(Xt,t) 在 t 到 t + dt 之间进行展开：

将 代入

上式，并利用 （在 时的统计特性）

和忽略高阶无穷小 o(dt)，可得伊藤引理：

伊藤引理是处理随机过程函数微分的关键工

具，为后续推导经济增长率的随机微分形式奠定了

基础。

3  连续时间下不变价核算的路径积分
    转化

设实际产出的名义价值为
N

tY ，价格水平为 Pt，

则实际产出 
N

t
t

t

YY
P

= 。考虑经济系统的不确定性，



·3· https://cn.sgsci.org/ 

张哲伟：基于路径积分理论的实际经济增长率核算

Zhewei Zhang: Real GDP Growth Rate Calculation Based on Path Integral Theory

假设 N
tY  和 Pt 均为伊藤过程：

其中 N
tdW 和 P

tdW 为相互独立的维纳过程增量。

不变价核算的关键在于消除价格波动的影响，将

实际产出 Yt 的核算转化为路径积分问题。定义效用泛

函 [ ( ), ( )]NU Y t P t  ，其反映了经济主体对不同产出和价

格组合的偏好。实际产出的路径积分表示为：

为求解上述路径积分，采用变分法[3]，可得

关于 ( )NY s 的最优路径条件。通过求解这些变分方

程，经过一系列复杂的数学推导（包括分部积分、

利用路径积分的性质等），最终得到连续时间下不

变价核算的路径积分表达式。

通过变分法求解上述路径积分，对分子分母分别关

于 ( )NY s 和 p(s) 求变分，可以得到连续时间下不变

价核算的路径积分表达式。

4  基于伊藤引理的增长率计算公式推导

由实际产出 
N

t
t

t

YY
P

=  ，对两边取自然对数：

 。
分别对 ln N

tY  和 ln P   应用伊藤引理： 对于 

ln N
tY  ，令 F1 = ln N

tY ，计算其偏导数： ，

， 。

将其代入伊藤引理公式：

对于 ln P ，令 F2 = ln P ，同上计算其偏导

数，将其代入伊藤引理公式：

所以 ：

.

根据增长率定义 lnt
t t

t

dYg d Y
Y

= = ，可得实际

经济增长率的随机微分形式：

5  不同基期选择的渐近等价性证明
5.1  基期选择对经济增长率核算的影响分析

在传统离散时间经济核算中，基期选择直接

影响价格指数构造与权重分配。以拉氏价格指数

和派氏价格指数  为例，

不同基期（t = 0）确定的权重 ,0iq  会导致实际产出

 与  的核算差异，进而

使增长率 .  出现分歧。 

在连续时间框架下，设以基期 s 计算的实际产出为 

|t sY  ，其路径积分表达式为：

基期 s 的变动会改变积分下限，影响路径测

度  的计算范围，导致不同基期下
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|t sY 的核算结果差异显著。若不证明渐近等价性，

基期选择的随意性将严重削弱经济增长率核算的可

比性与政策指导价值。

5.2  渐近等价性的理论证明思路与方法

我们采用鞅收敛定理与概率极限理论进行证

明。定义两个不同基期 s1 和 s2（s1 < s2）下的实际

产出增长率差为： ， 目标是证明

 对任意 0>ò 成立，即证明 tM  依概

率收敛于 0。

首先将 |t sY  代入 tM  表达式：

利用路径积分的可加性，将  

拆分为  ，对分

子分母进行变换：

根据指数函数性质，消去 ，得

到：

为证明 tM 是鞅过程，需验证 。

根据条件期望性质：

利用伊藤过程的马尔可夫性质[4]和路径积分的

期望计算规则：

由于  ，

根据维纳过程性质  ，可得

将其代入上式并化

简，同理对 进行计算，最终证明 

，即 tM  是鞅过程。 

5.3  证明过程的详细展开与结果讨论

根据鞅收敛定理，若鞅 tM 满足 ，

则存在随机变量 使得 （几乎必然收

敛），且  。

计算 tM  的二阶矩：

将 |t sY  的路径积分表达式代入并利用随机过程

的积分性质：

因为，

，且 

（ 为狄拉克函数），化简可得：
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同理计算  和 。

在假设经济系统满足遍历性条件（即长期平均

等于时间平均）：

下，对  取极限： ，根

据切比雪夫不等式  ，可得：

，这表明不同基期选择下的经济

增长率在长期内渐近等价，即基期差异对经济增长

率核算的影响在长期将趋于消失，为经济核算实践

中基期的灵活选择提供了理论依据。

6  数值模拟分析
6.1  模拟框架设计与参数校准
6.1.1  随机动态模型构建

为系统性验证路径积分理论框架下实际经济增

长率核算模型的有效性及不同基期选择的渐近等价

性，本研究构建包含名义产出 N
tY  与价格水平Pt

的双变量随机微分方程（SDE）体系。设定如下：

其中， 与 分别

表征名义产出与价格水平的期望增长率（漂移

项）， 与 刻画随机波动强度（扩散项），
N

tdW 和 P
tdW  为独立维纳过程增量，遵循. 。该设

定符合经济变量动态演化的典型事实，即增长率具

备趋势性与随机性双重特征。

6.1.2 参数设定与经济含义

（1）名义产出方程： ，对应年化 5% 的

期望增长率，模拟现实经济增长趋势， =0.1,反
映中等强度的产出波动，参考多数国家 GDP 波动

率。（2）价格水平方程： =0.02，模拟温和通货

膨胀环境，与全球主要经济体长期通胀目标一致，

=0.05，价格波动强度设定为产出波动的50%，

突出价格冲击的相对重要性。（3）初始条件：

0 100NY = ，基期名义产出标准化为 100，P0 = 1，基期

价格水平设定为 1，便于实际产出核算。（4）模拟维

度：时间跨度 T = 200 期，模拟次数 N = 10,000，通过

大样本提升统计推断可靠性。

6.1.3  基期选择与对比设计

基期 s1 = 10：模拟经济系统运行 10 期后的核

算起点，对应中期基期选择。

基期 s2 = 40：设定为 40 期，与 s1形成 30 期的

时间间隔，扩大基期差异以观察收敛速度。

6.1.4  数值求解算法

采用欧拉 - 马尔可夫方法对随机微分方程进行

离散化处理，具体步骤如下：

将连续时间区间 (0,T) 划分为n个等长子区间，

步长 ，本研究取n = 2000，确保离散化误

差足够小。

对每个时间步 ，通过递推公式生成路径：

其中， , 为独立标准正态随机数。

以下是该方法的Python代码：

图1 图1 欧拉-马尔可夫方法求解SDE的主代码
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6.2  模拟结果分析与统计推断
6.2.1  基期差异下的增长率路径演化

短期特征：在 t < 50阶段，两组基期的增长率

路径存在显著离散性，差异绝对值可达0.03-0.05（年

化率），反映基期选择对短期核算的实质性影响。

长期趋势：当t > 100 时，路径逐渐收敛，差异绝对

值缩小至 0.01 以内；至 t = 200 时，多数路径几乎重

合，初步验证渐近等价性理论。

6.2.2  统计均值检验分析

计算各时间点两组基期增长率的样本均值 1|t sg  
与 2|t sg ，并构造均值差异序列 1 2| |t t s t sD g g= �- 1 2| |t t s t sD g g= � ，完成t
检验，结果如下：

t=20时，|Dt| = 0.018，p 值 = 0.002，拒绝均值

相等假设；

t=100时，|Dt| = 0.005，p 值 = 0.327，接受均值

相等假设；

t = 200时，|Dt| = 0.001，p 值 = 0.891，强证据

支持均值收敛。

统计结论：在 t >100后，两组基期的增长率均

值差异进入统计不显著区间，印证鞅收敛定理下的

渐近等价性。

6.2.3  价格波动的主导性检验

为验证“价格水平随机波动主导增长率波动”

的理论结论，构建方差分解模型：将实际增长率 gt 
的方差分解为名义产出波动贡献 与价格波动贡

献 ，基于伊藤引理可得：

简化为：

计算各期价格波动贡献度 ，发

现价格波动贡献度在全样本期内均值为 68.3%，显

著高于名义产出波动（31.7%）；随着时间推移，

贡献度呈现轻微上升趋势（从 65% 升至 72%），表

明价格冲击的累积效应在长期更为显著。

6.2.4  渐近等价性的严格统计验证

根据第五章理论推导，增长率差异应构成

鞅过程。通过检验条件期望

验 证 鞅 性 ， 采 用 滚 动 窗 口 回 归 方 法 ：

。

估计结果显示，强烈支持鞅过程假设。

6.3  稳健性检验
6.3.1  参数敏感性测试

（1）将 与 分别调整为 0.15 与 0.075（原

强度的 1.5 倍），重新模拟发现，增长率路径离散度

提升，但均值收敛速度未显著改变；价格波动贡献

度维持在 65%-70% 区间，结论稳健性良好。

（2）设定 s1 = 10与s2= 60之间间隔 50 期，结

果显示：短期差异较原设定扩大，但长期仍收敛至 
0.001 以内。

6.3.2  经济结构突变模拟

引入结构突变事件：在t=100 时，突然将 下

调至0.03（模拟经济衰退），观察基期差异演化，

突变后短期，增长率均值差异暂时扩大至0.008，
但随后继续收敛；至t=200时，差异恢复至0.001水
平，表明模型对结构性冲击具备鲁棒性。

6.4  本章小结

渐近等价性的实证确证：（1）通过大样本模拟

证实，不同基期选择下的实际经济增长率在长期依

概率收敛，基期差异的影响随时间指数衰减，为经济

核算中基期灵活调整提供了实证依据。（2）价格水

平的随机波动对增长率波动的贡献度达65%-70%，

显著高于产出波动，揭示通胀管理在宏观经济稳定

中的核心作用。（3）在参数调整与结构突变场景

下，模型结论保持稳定，表明路径积分框架对复杂

经济环境的适应性较强。

7  结论

1.理论范式创新：本研究突破传统经济增长核
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算的离散时间与确定性假设，首次将路径积分理论

系统引入连续时间下的不变价核算。通过构建基于

伊藤引理的随机微分方程体系，推导出包含确定性

趋势项  与随机波动项

 的实际经济增长率公式，实现

对经济系统动态演化与不确定性的统一刻画，为经

济增长理论提供新的分析范式。

2.核算理论突破：基于鞅收敛定理与概率极限

理论，在路径积分框架下严格证明不同基期选择的

渐近等价性。通过构造鞅过程 ，

在经济系统遍历性假设下，证明 ，

进而得出 。该结论消除了基期选

择对经济增长率核算的长期干扰，为经济核算实践

提供统一标准，显著提升核算结果的跨期可比性与

政策决策价值。

3.方法验证与拓展方向：借助 Python ，生成 
10000 条经济变量路径，在T = 200期的模拟跨度

下，验证了理论模型的有效性。模拟结果不仅复现

了基期选择的渐近收敛特性，还揭示价格水平随机

波动项对增长率波动的主导作用，与理论推导高度

契合。然而，模型在经济结构突变、制度变量引入

等方面存在局限。未来研究可结合深度学习算法改

进路径积分求解精度，纳入 DSGE 模型拓展动态分

析维度，推动理论模型向现实经济的深度融合。
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